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Réseaux linéaires

1 — Définitions
Un réseau électrique linéaire est un ensemble de dipdles linéaires, relies par des
conducteurs de résistance négligeable. On suppose que le réseau contient au moins un

générateur. Un réseau est constitué de b « branches » connectées par n « nceuds » et formant m
«mailles ».

3 Un nceud est un point de jonction de plusieurs conducteurs.
3 Une branche est une portion de circuit entre deux nceuds.

3 Une maille est un parcours fermé, constitué de branches et ne passant qu’une seule fois
par un nceud donné.
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A C
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Fig 1-a Fig 1-b Fig 1-c Fig 1-d
EXEMPLES.
l-a Pour ce réseau,onab=1,n=0 m=1.
1-b: b=3, EADG, EG, EBCG.
n=2 EetG.
m = 3, AEGDA, EBCGE, ABCDA.
1-c: b =5, EADG, EF, EG, FG, FBCG.
n=3,EF,G.
m =6, AEGDA, EFGE, FBCGF, AFGDA, EBCGE, ABCD.
1-d: b =6, AB, BC, CD, DA, BD, AeC.
n=4,AB,C D
m =7, ABDA, BCDB ABCDA, ABCeA, ADCeA, ABDCeA, ADBCeA.

2 — Réseaux en régime permanent

Connaissant les f.e.m. des genérateurs et les résistances du reseau, résoudre celui-ci c’est
déterminer I’intensité du courant qui circule dans chacune des branches.

2.1 — Méthode générale de résolution

Il existe b branches dans le réseau donc b courants inconnus. Les n nceuds et les m mailles
donnent a priori n + m équations. Comme en général n +m > b, il faut trouver un systéme
complet de b équations linéairement indépendantes.

Comme il existe n — 1 nceuds indépendants, il faut étudier M = b — n + 1 mailles.

03 Equations pour les neeuds

Le nceud d’indice k est la jonction de p branches (d’indice ) parcourues par des courants Iﬁ-(.
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La loi de conservation de I’électricité (premiére loi de Kirchhoff) s’écrit sous la forme
algébrique suivante :

p
ZI'J-‘:O (1)

03 Equations des mailles
La maille d’indice k contient q branches. La différence de potentiel entre les extrémités de

la branche j sécrit U,
Comme la maille constitue un parcours ferme, on a (seconde loi de Kirchhoff) :

> Uj=0 @)

En procédant uniquement a des regroupements en série, on peut transformer toute branche j de
la maille k en un générateur de f.e.m. E'j‘ en série avec une résistance R'j‘ parcourue par le

courant I'J-‘. (Si la branche ne contient pas de générateur alors E'J-‘ =0). La loi des mailles peut
donc aussi s’écrire sous la forme :

q

iET‘ZRT-'T=0 (3)

J J=L

Les sommes sont des sommes algébriques et I’écriture correcte des signes des différences
de potentiel constitue la seule difficulté du probleme.

La méthode la plus rationnelle consiste a faire le choix d’un sens de parcours sur la
maille étudiée (choix arbitraire) et a choisir pour chaque branche un sens pour le
courant. La f.e.m. d’un générateur est comptée avec le signe de la borne par laquelle
on entre dans celui-ci. Les d.d.p. aux bornes des résistances sont positives si le
courant dans la branche a le méme sens que le sens de parcours et négatives dans le
cas contraire. On écrit que la somme des tensions est nulle. Si a I’issue du calcul, on
obtient pour le courant d’une branche une valeur négative, c’est que le courant réel
de cette branche circule dans le sens opposé a celui qui a été choisi?..

On obtient un systeme linéaire de M équations a M inconnues de la forme :
RLI,+R21, +--+RMI, = E,
RL.I, +R2I, +--+RMI, =E, 4)
RL.I, +R%.1, +---+RMI, =E,,
qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
[RI.(D = (V) (%)

[R] est une MxM matrice dont la dimension des éléments est celle d’une résistance. (1) et
(V) sont des vecteurs colonnes a M éléments.

2.2 — Résolution du systeme

O En multipliant & gauche la matrice [R] par son inverse, on tire :

1 Si la branche contient un récepteur polarisé, il faut faire I'étude pour les deux sens du courant. Selon celui-ci, le
«récepteur» se comporte soit comme un récepteur soit comme un générateur.



[R™LIRL(D) =[R™1.(V) =[G].(V)
() =[G1.(V)

La dimension des éléments de [G] est celle d’une conductance. La valeur du courant dans
la branche j est donc :

|j:§<3‘j.ui 6)

3 1l est aussi possible d’utiliser la méthode de Kramer pour la résolution du systéme. Si A est
le déterminant de la matrice [R], 4; le déterminant de la matrice obtenue en remplacant la je
colonne de [R] par la colonne (V), ona:
Ij = ﬂ
A
O Si M =2, il est plus simple d’utiliser la méthode de substitution pour résoudre le systeme.

3 Dés que M est supérieur a 3, la résolution manuelle du systéme est fastidieuse. On cherche
alors a mettre en oeuvre les méthodes de simplification des réseaux qui permettent de
n’étudier que les branches pertinentes.

2.3 — Loi de Pouillet 2

Dans le cas ou le réseau ne comporte qu’une maille, il est
possible de transformer le circuit initial en un circuit ne T() I

comportant qu’un seul générateur, dont la f.e.m. est la somme
algébrique des f.e.m. des générateurs de la maille (E = zkEk ) E

et une seule resistance R = ZkRk .

2 &
2 R

E
L’intensité dans le circuit est donc : | | = R =

Cette relation constitue la loi de Pouillet.

2.4 — Exemples

a — Méthode générale

On cherche les courants dans toutes les branches du circuit de la figure 3.

Le choix du sens des courants dans les 5 branches est arbitraire. 1l y a pour cet exemple trois
courants a calculer 14, I, et I; car la loi des nceudsen BetCdonne: ls=li—lLetls=1,-13

4V
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2 Claude Pouillet (physicien frangais) 1790-1868



Les fleches en pointillés violets indiquent les sens de parcours, choisis arbitrairement, des 3
mailles étudiées.

Pour la maille ABFGA, on obtient :
(VA - VB) + (VB - V|:) + (VF - Vg) + (VG - VA) =0

Soit : —4+6.(h-1)+1+2(,)=0
Deméme: —6.(I,—1)+3.(I) +7.(l—13) =0 (maille FBCEF)
—7(l,=13) +4.(I3)-6=0 (maille ECDE)

— D’ou la représentation matricielle du systeme :

08 -6 000,0 30

to 10 -TEE
B0 -7 1HHsH BH

Pour résoudre ce systeme linéaire, il suffit d’inverser la matrice : on la transpose, puis on
remplace dans la transposée chaque terme par son cofacteur(attention au signe) divisé par le
déterminant. On peut aussi utiliser un logiciel spécialisé.

Cliquez pour résoudre cet exemple.

EI1D 027 66 42030

H PN
)= _— 866 88 5601
HsH F#2 56 92HBH
— Résolution par la méthode de Kramer : (pour obtenir la variable k, on divise le déterminant

de la matrice obtenue en remplacant la k® colonne par la colonne des constantes par le
déterminant de la matrice initiale.

3 -6 0
0 16 -7
I, = 0 77 M _883_ ;1 1, =234 —0861A; 1,=2/8=21003A
8 -6 0 620 620 620
-6 16 -7
0 -7 11

REMARQUE : Comme |5 = —-0,232 A est négatif, le courant dans la branche CE circule dans le
sens contraire a celui de la fleche de la figure 3. Les courants reels I, et I3 circulent dans le
sens contraire des fleches.

b — Méthode par substitutions

10 Q 15Q On cherche a déterminer Vawm
] A :%C Mise en équation :
e <+— =i+,
1 12 maille BAMB : 20.1; + 10., = 12  (a)
_ |El E2 maille CMAC : 10.1; + 25.1,=-20  (b)
T2V 100 —=— Résolution :
I3 20V De la différence (a) — 2.(b), on tire :
l 40.1,=-52soitl,=-1,3A.
M VAM = RAM-|3 = - 0,5 V.

etdonc: 1y =1,25Acetl;=-0,05


superpos.html

3 — Théoreme de Millman 3

On considére un nceud A auquel aboutissent k branches ; les
potentiels V; des extrémités des branches sont tous définis par
rapport a un méme potentiel de référence Vi ;

R; est la résistance de la branche i et G; sa conductance.

La loi des nceuds s’écrit :
k
Zli :|1+|2+...+|k:O
1=1
V3 Vref Vi —V, +V2_VA +___+Vk_VA
f Rl RZ Rk
ig.5
J (V, =Va).G, +(V, =V,).G, +-+(V, =V,)G, =0

VoSG =S VG,

Le potentiel du point A par rapport a celui de la référence commune est donc :

v - Zvi G,
AT ziGi (8)
EXEMPLE : Sur le schéma de la figure 4, on prend le point M comme origine des potentiels. On

adoncVg=12V,Vc=-20V, Vy=0.
Vg, Vo, Wm

Vau=Vy =022 10 =05V

10 15 10

=0

Remarques :
* Soit Ik le courant dans la branche k. Il peut étre intéressant d’écrire le théoréme de Millman
sous la forme suivante :
I K + z Vi 'Gi
V. = iZk
i7k

¢ Le théoreme de Millman (qui est une autre fagon d’écrire la loi des nceuds) permet dans de
nombreux cas de résoudre rapidement un réseau mais il faut I’appliquer correctement :

Lors de la mise en ceuvre, ne pas oublier de faire figurer au dénominateur les
D branches dont le potentiel de I’extrémité est nul !

4 — Théoréme de superposition

Ce théoréme découle directement de la linéarité des équations de Kirchhoff : un dipole
constitué de dipdles linéaires est un dip6le linéaire. Dans un réseau linéaire, il est possible de
remplacer un ensemble de dipdles par un dipdle équivalent. La relation (6) montre que le

courant I; dans une branche est la somme de termes de la forme G'j‘.Uk , les G'J-‘ ayant la
dimension d’une conductance.

L’intensité du courant dans une branche d’un réseau comprenant plusieurs
géneérateurs est la somme des intensités, que ferait passer, dans cette branche,
chaque générateur considéré isolément comme actif, les autres générateurs du
réseau étant alors passifs.

3 Jacob Millman (physicien américain) contemporain



Rendre passif un générateur, c’est le remplacer par sa résistance interne.

EXEMPLE : Sur le schéma de la figure 4, on remplace successivement chaque générateur par un
court-circuit.

10 O 150 10 Q 150
B gt A DG c B U8 A 150 (¢
H D D E
Ul U2
v 10 Q 10920V
M M

Si E; = 0 la résistance équivalente entre A et | Si E; =0 la résistance équivalente entre A et
Mest(156Q//10Q)=6Q Mest(10Q//10Q)=5Q

U, est la tension aux bornes d’une résistance | La tension U, induite entre A et M par le
de 6 Q dans un circuit de résistance totale | seul générateur E; est égale a :

égale a 16 Q alimenté par une tension E;.

U1 =12.6/(10+6)=45V U,=-205/(15+5)=-5V

On en déduit : Vay=U;+U,==0,5V

Cliquez pour faire d’autres exercices sur le principe de superposition.

5 — Circuits équivalents

5.1 — Théoréme de Thévenin 4

On considére un réseau comprenant des dipdles actifs et passifs et on s’intéresse au
fonctionnement d’un dip6le D particulier. 1l est traversé par un courant | et la d.d.p. entre ses
bornes est U.

Supposons que D soit isolé du reste du réseau. Si ce reste de réseau est actif, la f.e.m.
mesurée entre A et B vaut Et: c’est la tension en circuit ouvert. S’il est rendu passif c’est-a-
dire si les générateurs sont remplacés par leurs résistances internes, la résistance mesurée entre
A et B vaut Rr. On remplace D par une source de tension idéale de f.e.m. U. D’apres le
théoreme de superposition, le fonctionnement du circuit est inchangé. Le courant | est la
superposition d’un courant Ip correspondant a la passivation de toutes les sources autres que U
et d’un courant I ou seule la source U est passivée : | = Ip + Ia

A <-| I —Si le génerateur qui remplace D est seul a étre actif le reste du
Réseau ﬂTl réseau est équivalenta Rt : lIp =— U/Rt

o U Dipdle . . ., ) , . N , .
passive active  —Si on passive ce générateur, il est équivalent a une résistance

B nulle : le reste du réseau débite dans ce fil le courant I = E1/Rt
A —3'a Ce courant est le courant de court-circuit entre A et B.
Raist(ia\é/aéu Dipole I=la+ Ip =E1/RT-U/Rt
. PassVe | *gquation du circuit équivalent est donc :
Fig. 6 U= ET _RT.I

Cette équation est celle d’un générateur de tension que I’on nomme le générateur de Thévenin
du circuit. Les deux circuits de la figure 7 sont équivalents et I’application de la loi de Pouillet
au circuit de droite donne de facon triviale : Er = (Rt + D).1

4 Louis Thévenin (physicien francais) 1857-1926
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Fig. 7

Un réseau linéaire, vu entre deux bornes A et B, peut étre remplacé par un
génerateur de tension de f.e.m. Et et de résistance interne Rr.
— Etest la d.d.p. mesurée a vide entre A et B.
— Ry est la résistance mesurée entre A et B quand D est retiré du circuit et que
tous les générateurs du réseau sont remplacés par leurs résistances internes.

5.2 — Théoréme de Norton

C’est la transformation duale de celle de Thévenin. La source de tension (Et, Ry) est
remplacée par une source de courant (In, Ry).

A

il
Réseau U T

D IN D
] B B

Fig. 8

Si on remplace D par un court-circuit, le courant qui circule entre A et B est :
IN = ET/RT = ET/RN = ET.GN

Ry est la résistance entre A et B quand les générateurs du réseau sont passivés.

]
—
b
Z
c
e
47

L’équation du circuit équivalentestdonc: | | = Iy- Gy.U

Un réseau linéaire, vu entre deux bornes A et B, peut étre remplacé par une source
de courant d’intensité Iy et de résistance interne Ry.
— Iy est le courant de court-circuit entre A et B.
— Rt est la résistance mesurée entre A et B quand D est retiré du circuit et que
tous les générateurs du réseau sont remplacés par leurs résistances internes.

La connaissance d’un modeéle équivalent permet la déduction immédiate du modele dual
car Rr =Ry

Les parametres des générateurs équivalents sont reliés par : E: =Ry

Quand on étudie un dipdle particulier d’un réseau, les méthodes de Thévenin et de Norton
sont tres efficaces car elles permettent de remplacer un circuit complexe par un circuit
élémentaire dans lequel les calculs sont immédiats.

5.3 — Exemples d’application

On cherche, en utilisant des équivalents Thévenin et Norton du circuit de la figure 4, a
déterminer U = Vam

— Equivalent Thévenin

La partie du circuit située a droite de AM (maille ACMA) est remplacée par le générateur Er,
R+. La résistance Rt est celle qui est vue entre A et M quand E; est remplacé par un court-
circuit:Rr=(10Q//15Q) =6 Q.




La tension Et est la d.d.p. entre A et M quand la partie gauche du circuit est débranchée. C’est
la chute de tension dans la resistance Rawv qui est alimentée par le générateur E, en série avec
Rac : Er =-20.{10/(10+15)} =-8 V.

On forme ainsi une maille unique dans laquelle le courant est égal a :
|=(12+8)/(10+6)=1,25A,

I e A ===
B — . C B R c|
100 —I>

I I
| A | i
I ' ' '
: o oljllg
12V U ET | iU gl o !
| I I S
I L |

Fig. 8

On en déduit Vam=Vag+Vey=-10.125+12=-05V

— Equivalent Norton

On remplace le générateur E; et la résistance entre BA par le générateur de Norton équivalent
(IL=12/10=1,2 A et R; =10 Q). On fait de méme pour le générateur E, : I, =—20/15=—
4/3 A et R, = 15 Q. L’ensemble est équivalent a un générateur de courant | = I; + I, qui débite
dans une résistance Ry équivalente a (10 Q // 15 Q // 10 Q) soit 30/8 Q. La d.d.p. entre Aet M
estdonc: Rp.l=-0,5V.

On peut noter sur cet exemple la compléte analogie entre les théorémes de Norton et de
Millman.

Cliquez [lici ] pour faire d’autres exercices.

6 — Théoréme de Kennelly s

La transformation suivante est parfois utilisée pour la simplification de circuits comportant
des dérivations.

Equivalence étoile-triangle
Les deux circuits de la figure 11 sont équivalents si les valeurs de leurs résistances sont liées
par les relations indiquées ci-dessous.

A~ R1 B A R12 B

0 R13 R23
R3

C C
Fig. 11

Le passage de la structure triangle (ABC) a la structure étoile (OABC) s’obtient par les
relations :
Si on déconnecte le point A, il doit y avoir égalité des impédances entre B et C.
Zy3=Ry+ R3=Ro3// (R12 + Ri3).

5 Arthur Kennelly (physicien américain) 1861-1939
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On tire les trois égalités suivantes :
R + R - R12R23 + R13R23 . R + R - R12R23 + R13R12 . R + R - R12R13 + R13R23
2 3 ! 2 1 ! 1 3
R12 + R23 + R13 R12 + R23 + R13 R12 + R23 + R13

En sommant les 2 premiéres égalités et en retranchant la 3°, on déduit :

_ Ri,.Ry3 _ Ri2.Ro3 _ R,3.Rq3
R, = R, = Ry =
1 2 3
Ry + Ry + Ry Ry +Rip + Ry Ry +Ryp +Ro3

Pour la transformation inverse, on relie B et C : la conductance entre A et B-C s’écrit alors :
+
1 1 N 1 R, +R;

Z; Ryp R13_Rle"‘Rst"'Rle

( Z:=Rp//Riz0uRy + (Rz /! R3)

On calcule de méme 1/Zy et 1/Z. et I’on calcule 1/Z, + 1/Z, - 1/Z,
= 2R, soit : R13:R1R2+R2R3+R3R1...
Rz RiRy +RyR3 +R3Ry Ry

Il vient :

On peut aussi écrire que :

R..R,.R .
1213 23 Mais comme : i = R23

S=R,R,+R,R, +R,R, = .
b o o Ry, t Ry + Ry R,

. + +
on déduit : R23 = RiR, RI;R3 RsR,
1

G,G;

Les relations réciproques sont équivalentesa : G5 = ———=——-
G, +G, +Gg

Cliquez pour tester ces relations.

7 — Conclusion

Les différentes méthodes étudiées sont équivalentes mais pour I’étude d’un réseau
particulier certaines sont mieux adaptées que d’autres. La principale difficulté de ce type de
problémes est de trouver la méthode la plus pertinente. La méthode de Millman, souvent trés
efficace, n’est pas la panacée et la méthode de Thévenin doit étre utilisée aussi souvent que
possible car elle permet de transformer des circuits complexes en des circuits types

élémentaires. La mise en ceuvre simultanée de plusieurs méthodes peut aussi s’avérer utile.
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